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latives Prinzip der Analysis bedeutet, ein Weg-
weiser zur Orientierung der Gedankenbildungen
mehr als ein Forschungsmittel. Gerade in
dieser Hinsicht hat die Hilbertsche Idee schon
starke Wirkung ausgelibt und scheint dazu be-
rufen, noch reiche Friichte zu zeugen.

Wenn es auch in dem Rahmen dieses Auf-
satzes nicht moglich ist, im einzelnen ein Bild
von der Tiefe und Kraft des Analytikers Hilbert
zu geben, dessen wahrhaft radicaktives wissen-
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schaftliches Temperament. mitielbar oder wun-
mittelbar die meisten Mathematiker der letzten
Generationen angeregt hat, so hoffe ich doch,
einen Findruck vermitfelt zu haben, von dem aufs
(Ganze, auf die Einheit der Wissenschaft gerich-
teten Eros, welcher der wissenschaftlichen Per-
sonlichkeit den Stempel aufdriickt und dem
Triger in einer Epoche der Einzellelstung, Zex-
splitterung und Zerfaserung in der Wissenschaft
einen ganz besonderen Platz anweist.

Hilbert und die Physik.
Von M. Born, Géttingen.

Im Jahre 1905 fanden in Gottingen Ubungen
des mathematisch-physikalischen Seminars {iber
Elektronentheorie statt, die Minkowski und Hil-
bert gemeinsam leiteten. Die Anregung zu die-
sem Unternehmen, das die beiden befreundeten
Mathematiker von ihrem eigentlichen Arbeits-
gebiet abzog und sie zu tiefem Kindringen in
die Nachbarwissenschaft veranlaBte, mag damals
von Minkowski ausgegangen sein, der von den
Geheimnissen und Ritseln der Lorentzschen
Elektrodynamik gelockt wurde und darin zu-
gleich ein lohnendes Feld der Betitigung fur
seine geometrischen und algebraischen Krifte
erschaute. Der Schreiber dieser Zeilen, dem es
vergdnnt war, an diesem Seminar als Student
teilzunehmen, erinrert sich an apregende und
aufregende Stunden, die mit Diskussionen iiber
die Fitz-Geraldsche Kontraktion, die Lorentzsche
Ortszeit und andere, damals noch ganz phan-
tastisch erscheinende Anmsiitze der Elektrodyna-
mik erfillt waren, und an denen sich auch
Hilbert hiufie klirend und auf Klarheit drin-
gend beteiligte. Diese Ubungsstunden sind be-
merkenswert geworden, weil hier die beiden
Mathematiker die Anregungen schopften die sie
spater, jeden zu seiner Zeit, zum Eingreifen in
die Entwicklung der Relativititstheorie fithrten.

Minkowskis Leistungen auf diesem Gebiete
sind bekannt genug. Zu jener Zeit, als Einsteins
erste, berithmte Arbeit erschien, die die Relati-
vierung der Zeit enthielt, hatte Minkowski die
mathematische Struktur der Feldgleichungen des
Kthers und ihre Darstellung in der vierdimen-
sionalen Raum-Zeit-Welt schon entdeckt und die
Bedeutung der Invarianz der Naturgesetze ge-
geniiber der Lorentzschen Transformationsgruppe
erkannt. Aber er trat erst 1908 mit seinen Ge-
danken an die Offentlichkeit, als es ihm gelungen
war, die Feldgleichungen {fiir bewegte, ponde-
rable Korper aus dem Relativititsprinzip abzu-
leiten.

Hilbert verfolgte damals die Untersuchungen

des Freundes mit einer Anteilnahme, die sich
oft zur Begeisterung steigerte; denn in ihm
wohnte jemer Glaube an die Einfachheit und

Begreifbarkeit der Natur, der zum Wesen des

Naturforschers gehrt, aber beim Mathematiker
durchaus nicht immer zu finden ist, und er sah
in Finsteins und Minkowskis Resultaten Er-
filllung dieses Glaubens. Aber er selbst trat zu-
n#chst nicht mit eigenen Arheiten physikalischer
Richtung hervor, auch dann mnicht. als Min-
kowsk: 1909 plotzlich starb und eine Fille von
Problemen ungelost zuriicklief. Es war die Pe-
rviode, in der Hilbert seine Theorie der Integral-
gleichungen und der quadratischen Formen von
unendlich  vielen Variabeln zum  Abschlufi
bhrachte. Wenn er auch durch diese TUunter-
suchungen ganz erfitllt wurde und nicht zu pro-
duktiver Tatigkeit auf dem von Minkowski ge-
wiesenen Wege kam, hat er doch seit jener Zeit
nie mehr aufgehdrt, sich fiir physikalische Pro-
bleme zu interessieren. Auch die Lehre von den
Integralgleichungen war ja mit den Metheden
der klassischen theoretischen Physik aufs engste
verkniipft, vor allem mit den Randwertauf-
gaben, die in der Theorie des Potentials und
vieler Differentialgleichungen der Physik auf-
treten. Die theoretischen Physiker hatten hier
zwei wesentlich verschiedene Lsungsmethoden
entwickelt, die Methode der Reihen nach dem
Vorbilde der Fourierschen Reihe und die Me-
thode der Greenschen Funktion. Man kann diese
Verfahren etwa an dem Beispiel der Wirme-
leitung in einem diinnen Stabe so kennzeichnen:
Entweder faBt man die Temperaturverteilung als
Superposition von einfach harmonischen (sinus-
formigen) Temperaturwellen auf (Reihenent-
wicklung nach Fourier), oder man denkt siech an
jeder Stelle des Stabes eine wunendlich kleine
Wirmequelle und bestimmt diese so, daf ihr Zu-
sammenwirken die tatsfchliche Temperaturver-
teilung erzeugt (Integralgleichung mit der Green-
schen Funktion .als Kern). Hilbert stellte nun
ganz allgemein die Beziehung dieser Ansitze zu
den linearen Integralgleichungen zweiter Art her.
und es gelang ihm auf diesem Wege, nicht nur
alle die mannigfaltigen Theorien der physikali-
schen Differentialgleichungen unter einen um-
fassenden Gesichtspunkt zusammenzufassen, son-
dern. auch viele Liicken auszufiillen, die der Ma-
thematiker in diesen (Gebieten schmerzlich emp-
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findet, Nitze iiber Ixistenz von Lisungen und
Konvergenz von Reihen, iiber deren Schwierig-
keit der Physiker sich leichten Sinns, auf Beute
listern, kithn hinwegsetzt. JTleute erscheinen
». B. siimtliche Schwingungsprobleme der Mecha-
aik und Physik als Uhertragungen der Theorie
von den Hauptachsen eines Ellipsoides auf den
¥all des ,,Raumes von unendlich vielen Dimen-
sionen®, d. h. der Mannigfaltigkeit aller Funk-
tionen. die sieh in Reihen mit abzihlbar vielen
Koeffizienten (wic Potenzreihen, Fourierreihen
usw.) cntwickeln lassen.

Wurde so eine grofle Ubersicht, Strenge und
Klarheit gewonnen, so hatte der wechnende Phy-
gsiker doeh dureh DBenutzung der Integral-
gleichungen pur selten Vorteil; meist erwiesen
sich fir praktische Rechnung die alten Diffe-
rentialgleichungsmethoden als bequemer, und in
neuerer Zeit ist es auch Courant gelungen, die
allgemeinen Existenz- und Xonvergenzsitze mit
den Methoden der Variationsrechnung und der

Differentialgleichungen in sehr durchsichtiger
Weise direkt zu begriinden. Geht man auf den
physikalischen Ursprung der mathematischen

Gleichungen zuriick, so findet man als primdren

Ausdruck der Erfahrungstatsachen und Hy-
pothesen  manchmal die  Integralgleichung,
manchmal die Differentialgleichung; in der
Lehre vom elektrischen Gleichgewicht z. B.
fithrt die Annahme von Kriften, die nach
dem  Coulombschen (Qesetze in die Ferne

witken, direkt zu einer Integralgleichung fiir die
Dichte der Ladungsverteilupg, dagegen liefern
iene Theorien, bei denen die Wirkung sich von
Stelle zu Stelle fortpflanzt und die seit Faraday
und Mazwell die Lehre vom elekiromagnetischen
Felde beherrschen, primir eine partielle Diffe-
rentialgleichung (Poissonsche Gleichung). Ma-
thematisch sind beide Ansiitze dquivalent, sofern
dic Differentialgleichung mit den richtigen An-
fangs- und Grenzbedingungen versehen wird.
Aber es gibt auch Gebiete der Physik, wo keine
Wahl ist, sondern wo die geltenden physikali-
schen  Begriffe eindentiz auf eine Integral-
gleichung als Ausdruck der Tatsachen fihren.
Tilbert fand ein solches Gebiet zuerst in der
Finetischen Gastheorie, und er hat die Sammlung
sciner Abhandlungen iiber Integralgleichungen
(B. G. Teubner, 1912) mit der Darstellung dieser
Theorie abgeschlossen, offensichtlich hoch er-
freut iiber die Macht des von ihm geschaffenen
analytischen Hilfsmittels. die sich hier bei der
Aufklirung eines in seiner logischen Struktur
bis dahin reeht dunklen Teils der Molekular-
physik bewihrte.

Mazwell und Boltzmann haben die Hypothesen
der kinetischen Gastheorie folgendermalen in
aine einzige Gleichung znsammengefaBt: Es seien
z. g, z die Koordinaten und . %, 7 die  Gesehwin-
digkeitskomponenten einer Molekel; die Anzahl
der Molekeln. die in einem Volumenelement
drdydz und einem QGeschwindigkeitshereich
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dEdndl{ liegen. sei Fdadydzdndt, wo die
«Yerteilungsfunktion® F auber von z, ¥, 2, & 1, §
noch von der Zeit ¢+ abhiingen wird. Ist F be-
kannt, so kann man alle beobachtharen GréBen
durch Mittelwertbildung bercchnen. z. B. die
sichthare, mittlere Geschwindigkeit als
[PVe+myededndt
frazdnadsg

Zur Bestimmung von F muf man bedenken, daf
die totale zeitliche Anderung von F unter der
Wirkung einer beschleunigenden Kraft mit den
Komponenten X, T, Z:

L BF OF_ L oF .
F)= it ag st Gy T Gz °
ol X el'Y oF Z
i BE m } 8n m 2% m

durch die ZusammenstsBe erzeugt wird, die einige
Molekeln aus einem betrachteten Gebiete her-
auswerfen, wihrend dafiir andere hineingelan-
gen. Unter der Annahme vollkommen ungeord-
neter Molekularbewegung ist die resultierende
Anderung von F ein Integral J (F), dessen In-
tegrand quadratisch von F abhingt; daher er-
gibt sich eine Integro-Differentialgleichung:
D(Fy = J(F)

die die exakte Grundlage aller gaskinetischen
Folgerungen bildet.

Solche Folgerungen sind von Mazwell, Boléz-
mann vnd anderen gezogen worden, und es hat
sich gezeigt, daB man die Gesetze der makrosko-
pischen Bewegung wund der thermischen Vor-
ginge in Gasen qualitativ richtig erhilt. Aber
die Kette der mathematischen Schlilsse war nicht
eindeutig und willkiirfrel; man muBte an man-
chen Stellen zu Mittelwertshildungen die Zu-
flucht nehmen, weil die strenge Rechnung nicht
durchfithrbar erschien. und hierdureh kam eine
Unsicherheit in die Berechnung der gastheore-
{ischen Konstanten (wie Wirmeleitungs- und
Reibungskoeffizient), deren eindeutige Fest-
legung  gerade das Hauptziel der Theorie
ist.  Hier griff nun Hilbert ein, Er be-
merkte, dall das von den Physikern bei der
Losung  der 'Grundgleichung  eingeschlagene
Niaherungsverfahren aufgefaBt werden kann als
Reihenentwieklung nach Potenzen eines Para-
meters, der der mittleren freien Weglinge der
alten Theorie cntspricht: dabei gibt die erste
Niherung in bekannter Weise die Gesetze des
ruhenden Gases, also vor allem fiir F das Max-
wellsche Verteilungsgesetz, die hoheren Niherun-
gen aber werden lineare Integralgleichungen
sweiter Art mit symmetrischem Kern. Auf diese
1aflt sich nun die allgemeine Theorie der Inte-
eralgleichungen anwenden und liefert zwangs-
liufig und ohme Willkéir nicht nur die mecha-
nischen und thermischen Gesetze der Gase, son-
dern auch cindeutige Rechenvorschriften. aus
adenen sich die Konstanten numeriseh berechnen
Tnssen, sobald die Gesetze der beim Zusammen-
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stol in Wirksamkeit tretenden anziehenden und
abstoBenden Krifte bekannt sind. Umgekehrt ist
damit zum erstenmal ein eindeutiger Schiuf
von den beobachteten (askonstanten auf die
Molekularkrifte méglich, und solehe Rechnungen
sind inzwischen von Chapman und Enskog (mit
gewissen Modifikationen des Hilbertschen Ver-
fahrens) durchegefithrt worden. Das hierdurch
geschaffene Material wiederum konnte Debye
verwenden, als er seipe elektrische Theorie der
Molekularkrafte an der Eriahrung priifen wollte.
So haben die von Hilbert erdachten mathema-
fischen Methoden mittelbar die moderne Atom-
forschung hefruchtet.

Das von Hilbert zur Lésung der gaskine-
tischen Grundgleichung entwickelte Verfahren
ist iibrigens von allgemeinerer Bedeutung und
hat sich auch in anderen Disziplinen als frucht-
bar erwiesen. Man kann es kurz etwa so be-
schreiben: Bei den sukzessiven Niherungen ist
dic erste Gleichung homogen, die folgenden sind
inhomogen mit derselben linken S8eite, z. B. in
der Gastheorie:

J(Fﬂ}:{), J(Z”]):D(Fo).-..

Weunn nun die erste Gleichung auflésbar ist, so
kann es die zweite nicht immer sein, sondern nur
dann, wenn die rechte Seite gewissen Bedin-
gungen geniigt. Diese Auflosbarkeitshedingungen,
denen die in F¢ vorkommenden Parameter
{Dichte, Temperatur, Komponenten der mittle-
ren Geschwindigkeit) geniigen miigsen, stellen
nun gerade die makroskopischen Gesetze der Be-
wegung und des Wirmestromes dar.

Dieser Gedanke liefert das allgemeine Ver-
fahren, um zwangslaufig, ohne willkiirliche
Mittelwertbildung aus den verwickelten Gesetzen
fiir die ungeziahlten Variabeln der molekularen
Welt dic einfachen Gleichungen fiir die wenigen
meBbaren Groflen zu gewinnen. Iie beschriebene
Methode wurde von einigen Schiilern Hilberts
anf Probleme der Ionenbewegung in Elekiro-
Iyten und der Elektronenbewegung in Metallen
erfolgreich angewandt; besonders bewihrt hat
sie sich in der kinetischen Theorie der festen
Kérper, und der Verfasser dieses Aufsatzes
wufite das Verdienst Hilberts um diesen Fort-
schritt nicht besser auszudriicken, als daB er sein
Buch iiber Dynamik der Kristallgitter dem ver-
ehrten Tchrer widmete.

Hilbert entdeckte noch einen zweiten Fall,
wo der physikalische Ansatz direkt auf eine In-
tegralgleichung fiithrt, die elementare Strah-
lungstheorie. Hierunter sind jene einfachen,
zuerst von Kirchhoff aufgestellten CGesetze zu
verstehen, die das geometrische und energetische
Verhalten der Strahlung im thermodynamischen
Gleichgewicht regeln, und deren hekanntestes ge-
wohnlich so formuliert wird: Das Verhiltnis
von Emissionsvermogen und Absorptionsvermdgen
ist im Falle reiner Temperaturstrahlung eine
universelle Funktion der Temperatur und der
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Wellenliinge, also unabhingig von der Natur und
dem sonstigen Zustande der Korper. Planck
hatte an die Stelle der Kirchhoffschen Integral-
begriffe , Emissions- und Absorptionsvermigen®
die auf das Volumenelement bhezogenen Griben
»Emissionskoeffizient ¢ und .,Absorptionskeeffi-
zient® o eingefithrt und gezeigt, dafl dann dic
Kirchhoffschen Sitze sich in die ¢ine Formel

fassen lassen: De aus ¢, « und der Licht-
b
. . . N e {§ ¥ e
geschwindigkeit ¢ gebildete Griflic T hane
o

nicht ab von der Natur der Substanz, sondern ist
eine universelle Funktion der Temperatur und
der Schwingungszahl. Hilberts crste Arbeit geht
darauf aus, diesen Satz ohne die von den Phy-
sikern gemachten, vercinfachenden Annahmen
(homogene, einfach begrenzte Korper usw.) zu
begriinden, er lift die drel Parameter e, a. q ass
beliebige Funktionen des Ortes zu und zeigt
dann, daB die Forderung des Encrgiegleich-
gewichts fiir jede einzelne Farbe zu einer homo-
genen Integralgleichung zweiter Art fiir & fithrt.

. . « .
deren einzige Losung €= -, konst. ist.

o?

Um  diese, mathematisch hichst elegante
Arbeit entstand nun eine wenig erfreuliche Po-
lemik zwischen Hilbert und dem Physiker .
Pringsheim. Dieser wart Hilbert vor. dal ov
unter Betonung der Unzulanglichkeit aller frithe-
ren Beweise des Kirchhoffschen Satzes gerade dic
Tatsache als Voraussetzung seines Beweises go-
braucht habe, dic von Kirchhoff und allen iibri-
gen Physikern als der tieferen Begriindung he-
sonders bediirftig angesehen wird und deren Ab-
leitung der Hauptteil der Kirchhoffschen Arbeit
ist: ndmlich die Tatsache, dal} die Strahlung jeder
Wellenlinge fir sich im Gleichgewicht ist und
kein Energieaustausch gzwischen verschicdenen
Spektralbezirken stattfindet. Dieser Vorwurf ist
durchaus berechtigt, und Hilbert hat, sobald er
auf diesen Mangel aufmerksam wurde, seine Uber-
legungen in der geforderten Richtung ausge-
staltet; dabei hat er die axiomatiseche Darstellung
angewandt, wohl in der Uberzeugung, dal nur
auf diesem Wege Klarheit in das Kniuel physi-
kalischer Voraussetzungen und mathematischer
Schliisse zu bringen sei. Gegen diese Wendung
erhob nun Pringsheim energisch Einsprueh, uund
es ist dullerst interessant, an diesem Falle die Ver-
schiedenheit physikalischen und mathematischen
Denkens zu verfolgen. Der Physiker geht darauf
aus, zu erforschen, wie die Dinge in der Natur
sind; Experiment und Theorie sind ihm dabei
nur Mittel zum Zweck, und im BewuBtsein der
unendlichen Kompliziertheit des Geschehens, die
ihm bei jedem Experiment entgegentritt, wehrt
er sich dagegen, irgendeine Theovie als endgiiltiy
anzusehen. Darum verabscheut er das Wort
HAxiom®, dem im gewdhnlichen Sprachgebraueh
der Sinn der endgiiltigen Wahrheit anhaftet, in
dem gesunden Empfinden, dal Dogmatismus der
schlimmste Feind der Naturwissensehaft sei. Der
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Mathematiker aber liat nicht mit Tatsachen des
Geschehens, sondern  mit logisechen Zusammen-
hingew zu tun, nud in I ilberts Sprache bedeutet
axiomatische Behandlung einer Disziplin keines-

wees  die  endgitltige  Aufstellung  bestimmter
Axiome als ewiger Walrheiten.  sondern  die
wethodische Fordernng:  Nenne deine Voraus-

~elzungen am Anfang deiner Uberlegung, halte
dich daran und untersuche, ob diese Voraus-
sctzungen nieht zum Teil dberflitssig sind oder
gar cinander widersprechen, Diese logische Kon-
sequenz st zweifellos das Ideal jedes Erkenntnis-
cebietes, aber je weiter man sich von der reinen
Mathematik entfernt. um so weaiger erfillt (oder
erfiiltbar) ist auch dieses Ideal, und selbst in der
exakren Physik findet sieh nur allzu hitufig mitien
in «der Kotwicklung ein Satz wie: ,wenn wir nun
die Aunahme machen, dall usw.%.  Pringsheims
Polemik, in der Betonung des physikalisch Wich-
tigen durchans bereehtigt, seho nun sowohl in
der Form als auch in der Beurteilung von Hel-

Lerts Absichten iitber das Ziel hinaus. Er ver-
kannte nicht nur den Sinn der axiomatischen
Darstellungsweise, den  wir  socben  erliuterf

haben. sondern er warf auch Hilber{ einen Fehler
vor. Dieser hatte nimlich zum Beweise der Un-
moglichkeit, aus der Annahme des Gleichgewichts
der Gesamtenergie aller Wellenlingen die Kirch-
hoff-Plancksche Formel abzuleiten. die GrofBen g
und o unabhidngig von A beide gleich 1 gesetzt;
Pringsheim halt dies fiir unzuldssig, weil es in
der Natur keine KRbérper gibt, dic Absorption
(a = 1), aber keine Dispersion (g =1, d. L. gleich

der Lichtgeschwindigkeit im Vakuum) haben.
Mit demsclben Rechte kénute man sagen: Der

Lobatschewskysehe Beweis der Unméglichkeit.
das Parallelenaxiom aus den ilbrigen Axiomen
Euklids herzuleiten, ist falsch, denn die dabei
verwendete nicht-euklidische Geometrie existiert
in der Wirklichkeit nicht. Hilberf konute diesen
Vorwurf Pringsheims mit Recht als Mifverstind-
nis zuriickweisen.

Pringsheim hat noch andere Einwinde von
geringerem Gewichte gegen Hilberts Arvbeit vor-
gebracht, z. B. daB er die Zerstrenung und Re-
flexion nicht heriicksichtigt habe. TIn einer zu-
sammenfassenden Bearbeitung (Gottinger Nach-
richten 1914) hat dann Hilbert gezeigt, dafl seine
Beweisfithrung auch hei Beviicksichtigung aller
dieser Vorginge giiltig bleibt: dicse letzte Ab-
handlung Hilberfs ither das Gebiet der elemen-
taven  Strahlungslehre  wird  Lmmer als  die
strengste und durchsichtigste Darstellung dieser
Theorie zu gelten haben.

Gleichwohl fand sie bei den Physikern wenig
Beachtung; das lag hauptsiichlich daran, dal die
tieferen Probleme der Strahlungstheorie, vor
allem das Gesetz der spektralen Energieverteilung
des schwarzen Korpers, an Wichtigkeit weit vor-
anstanden. Denn hier ergaben sich Zusammen-
hinge mit den letzten Prinzipien der Physik, die
heute gerade durch die Erforschung der Strah-
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lungsgescize in einer Wandlung begriffen sind.
Auch Hilbert hat niemals dic Bedeutung der
Wivehhoffschen Strahlungsgeometrie iiberschatzt,
sondern seit seinem ersten Eindringen in die
Gedanken der modernen Physik den Schwerpunkt
der Fragestellung in den Problemen der Statistik
und der Quanten gesehen.  Mehrere Jahre hat
er viel Zeit und Arbeit darauf gewandt, diese Ge-
biete mit der Schirfe seiner Logik zu dureh-
dringen und zu erhellen; aber er hat seine Re-
sultate niemals publiziert, sondern nur seinen
Sehiilern in Vorlesungen hekauntgemacht; er he-
gann mit cinem KWolleg iiher scinen Aufbau der
kinetischen Gastheoric wnd schlol daran eine
Rethe von Vorlesungen itiber Molekulartheorie.
statistiseche Mechanik, Nernstsches Wirmetheo-
rem, Quantentheorie u. 8. Die wunderbare An-
wendung, die die klassische Hamilton-Jacobische
Mechanik in der Quanteutheorie findet, bot dabei
cinen Ankniipfungspunkt an berithmte dltere
Vorlesungen  lilberfs iiber . Variationsrechnung
und hohere Mechanik. Zugleich begann Hilbert
die von ihm geleiteten T'bungen des mathemati-
schen Seminars, ankniipfend an die Tradition der
fetzten Minkowskischen Zeit, hauptsidchlich den
Problemen der theoretischen Physik zn widmen.
und bis heute werden diese Seminarstunden tber
das” Thema ..Struktur der Materic® fortgesetzt.
Minkowskis Rolle iibermahm  der  Physiker
P. Debye, der, gleich bedeutend als Experimen-
tator und Theoretiker, in diese Ubungsstunden den

lebendigen Pulssehlag der physikalisehen For-
schung hereinzutragen wufite.

Natiirlich spielte bei den Diskussionen des
Seminars die Relativititstheorie immer cine

groBe Rolle, und man verfolgte mit groBem An-
teil die Avbeiten, mit denen Finstein ganz all-
miuhlich zu seiner allgemeinen Gravitationstheorle
vordrang. Aber auch die Abhandlungen von
Abraham, Nordstroem und Mie. die zum selben
Ziele strebten, wurden studiert, und Hilbert
wurde besonders von den Tdeen Mies gefesselt,
der ceine ,Theorie der Materie auf der Grund-
lage des Relativititsprinzips aufzubauen ver-
suchte,  Mie gelang es, die Maxwellschen
Gleichungen des elektromagnetischen Feldes in
rationeller Weise so zu verallgemeinern, daf sie
ihren lincaren Charakter verloren, und er ver-
folgte das Zicl, die Existenz der materiellen Ur-
teilehen, besonders des ILlektrons, auz den TFeld-
gleichungen abzuleiten. Maun versteht, dafl dieses
Problem fiir einen Mathematiker wie Hilbert be-
sonders anziehend war, denn die Grundlagen der
Mieschen Theorie lieBen sich nicht nur in sehr
durchsichtiger Weise mathematisch formulieren.
sondern erforderten auch bel der Durchfiithrung
des Programms ecinen betrichtlichen Aufwand
nicht trivialer analytischer Hilfsmittel.  Aber
Hilbert sah weiter als dev Begriinder dieser Theo-
rie, indem er die Briicke zu Einsteins Gedanken
iiber die allgemeine Relativitat und Gravitation
entdeckte,
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Damals. tm Jahre 1914, hatte Einslein or-
kannt, dal} sein Aquivalenzprinzip von Trigheit
und Schwere bei konsequenter Durchfithrung not-
wendig dazu fuhren mullte, die Vorstellung eines
a priori gegebenen, euklidischen Raumes und
einer absoluten Zeit fallen zu lassen, vielmehr
die Raum-Zeit-Welt als beliebige 4-dimensionale
Mannigfaltigkeit im Riemanopschen Sinne aufzu-
fassen, wobei die MaBbestimmung durch eine
quadratische Form der Koordinatendifferentiale
gegoben ist. Die 10 Xoeffizienten dieser Differen-
tialform muBten die Gravitation bestimmen, und
es kam darauf an, die fir sie giltigen Gesetze
aufzufinden unter Ausnutzung der Andeutungen,
die durch die Forderung der Invarianz und durch
den Anschluff an die Newtonsche Gravitations-
theorie gegeben waren. Wihrend Einstein zu-
nichst vergeblich, sodann auf groBen Umwegen
sich diesen Gesetzen zu nihern suchte, kam Hil-
bert ginzlich unabhingig auf einem anderen Wege
zor Loisung dieses Problems, und der Zufall
wollte, daB beide Forscher fast genau gleichzeitig
am Ziele anlangten. Kinstein legte seine beiden
grundlegenden Abhandlungen ,.Zur allgemeinen
Relativititstheorie am 11. und 25. November
1915 der Berliner Akademie vor, Hilbert seine
erste Note iitber die ,,Grundlagen der Physik® am
20. November der G6ttinger Gesellschaft der Wis-
senschaften.  Dieses merkwiirdige Zusammen-
treffen hat aber keineswegs zu irgendwelchen
Priorititsstreitigkeiten zwischen den beiden Min-
nern AnlaB gegeben; vielmehr fiihrte der Brief-
wechsel, der aus dem Austausch der wissenschaft-
lichen Ansichten entstand, zu persénlichem Zu-
sammentreffen und freundschaftlichem Verkehr.
Hilbert blieb sich stets bewufit und hat dem in
zahlreichen Vortrigen und in seinen Abhandlun-
gen Ausdrock gegeben, daB die Hauptsache durch-
aus die grofartige physikalische Idee Einsteins
sel; wie fur Vischers ,,Auch Einer® sich ,das
Moralische immer von selbst versteht®, so fir
einen Hilbert ,das Mathematische®, selbst da, wo
es wie in der Relativitdtstheorie die hichsten geo-
metrischen Abstraktionen betrifft. Es war iibri-
gens keineswegs sofort offenbar, dafl die Ansitze
Einsteins und Hilberts gleichwertig, ja nicht ein-
mal, da8 sie miteinander vertriglich seien. Ein-
stetn baute seine Gravitationsgesetze induktiv
auf; dabei machte er keinerlei Annahmen iiber
das Wesen der das QGravitationsfeld erzeugenden
Materie, sondern charakterisierte diese durch
thren Energie-Tmpuls-Spannungs-Tensor. Seine
Gravitationsformeln besagen, daB dieser Tensor
der Materie iiberall proportional dem ,,verjiingten
Kriummungstensor® ist, einer kovarianten GroBe,
die aus den Koeffizienten der fundamentalen Dif-
ferentialform und ihren ersten und zweiten Ab-
leitungen gebildet ist. Hilbert kniipft an die
Jedanken an, die Mies ,Theorie der Materie®
zugrunde liegen; dabei wird die Materie durch-
aus als elektrisches Phinomen angesehen und
durch ein ,,Viererpotential® mathematisch charak-
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terisiert, dessen 4 Komponenten zugleich mit den
10 Komponenten des Schwercfeldes den Zustand
der Welt in jedem Punkte beschreiben. Zur Be-
stimmung  dieser 14 uubekannten Funktionen
dient, wieder nach dem Vorbilde von Mie, ein
invariantes Variationsprinzip; wihrend dieses
aber beit Mi¢ nur invariant ist gegen die Lorentz-
Transformationen der speziellen Relativititstheo-
rie, ist es bei Hilbert allgemein invariant, und
daraus folgt, dall zwischen den 14 Differential-
gleichungen fiir die 14 gesuchten Funktionen
4 Identititen bestehen. In diesen 4 identischen
Relationen zwischen den Gesetzen des Gravita-
tionsfeldes und denen des clektrischen Feldes
(den Maxwellschen Gleichungen) sah Hilbert
selbst den Hohepunkt seiner Leistung, nfimlich
die Auffindung des Bandes zwischen den beiden
Feldarten, die bisher nebeneinander beziehungs-
los bestanden. Aus einigen Stellen dieser Note
Halberts, besonders aus’ dem enthusiastischen
Schlusse, geht deutlich hervor, daB er von seinen
Feldgleichungen noch Grofieres crwartete, nimlick
die Erreichung des Ziels, das Mie vorgeschwebt
hatte: die Ableitung des Elektrons und der Atome
aus den Feldgesetzen. Diese Hoffnungen haben
sich zwar nicht erfiilllt; das Geheimnis der Ma-
terie und threr quantenhaften Struktur 148t sich
wohl auf diesem formalen Wege nicht ergriinden.
Aber auch so bleibt Hilberts erste Note ein histo-
risches Dokument: sie bedeutet zusammen mit
den beiden gleichzeitigen Arbeiten Einsteins die
Geburt der allgemeinen Relativititstheorie. Aufler
Finstein selbst haben das wohl wenige sogleich
erkannt; denn Hilberts Abhandlung ist HufBerst
schwer geschrieben, fiir Physiker geradezu unzu-
ginglich. Klein hat das Verdienst, die Hilbert-
schen Gedanken sofort erfaft und in klarer und
einfacher Weise dargestellt zu haben; er fand so-
wohl fitp Hilberls erste Note, als auch fiir Bin-
steins Abhandlungen und fiir die zweite Note
Hilberts die adiquate Form, indem er ihren ma-
thematischen Inhalt den allgemeinen Ideen unter-
ordnete, die er vor Jahrzehnten (1872) in seinem
berithmten IKrlanger Programm ausgesprochen
hatte. Der (Grundgedanke dieser Schrift ist die
Erkenntnis, daf das Lehrgebiude der Geometrie
oder irgendein in sich abgeschlossener Teil des-
selben (wie Amalysis situs, projektive Geometrie,
Kugelgeometrie mnsw.) aufgefalit werden kann als
Invariantentheorie einer bestimmten Gruppe von
Transformationen. Die Riemannsche allgemeine
Raumlehre erscheint von diesem Standpunkt aus
als die Invariantentheorie beziiglich aller stetigen
Transformationen der 8 Raumkoordinaten, bei
denen eine quadratische Differentialform in sich
iibergeht; und von hier aus zur Einsteinschen all-
gemeinen Relativititstheorie ist nur ein Schritt,
der in der Hinzufiigung der Zeit als vierter
Koordinate zu den 3 Raumabmessungen besteht.
So waren die Mathematiker wohl pripariert zur
schnellen Erfassung von HKinsteins Lehre, und es
ist verstandlich, daB die fithrenden Mathematiker
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Hilbert und Klein an der Eptwicklung der Theo-
rie lebhaften Anteil nahmen., Ja, die Ideen Fin-
steins erschienen ihnen so natiirlich, dall sie den
Widerstand garv nicht begreifen konnten, den die
Relativititstheorie nieht nur bei Laien, sondern
auch innerhalb der Physik fand. Die Gegenargu-
mente, die vorgebracht wurden, erhoben sich ja
auch niemals iiber das niedrigste Niveau wund
muBten den an den Werken eines Gaufi, Rie-
mann, Helmhollz Gesclhinlten nur licherlich er-
scheinen.

Die schon oben erwihnte zweite Note Hilberts
enthilt auller einigen mathematischen Folgerun-
gen aus den Feldgleichungen vor allem eine aus-
fithrliche Diskussion der Stellung des Kausal-
gesetzes zur allgemeinen Ielativitit. Nach der
gewbhnlichen Fassung verlangt dieses, dall durch
den Zustand der Welt in Gegenwart und Ver-
gangenheit vermdge der Naturgesetze der Zustand
der Welt in der Zukunft eindeutig und notwendig
bestimmt sei. In der allgemeinen Relativitits-
theorie mufl man nun genau definieren, was unter
»LZustand der Welt eigentlich dabei zu verstehen
sei; denn die Werte irgendwelcher physikalischen
Parameter lassen sich durch Wechsel des Bezugs-
systems in anderc Werte transformieren, kinnen
also nicht in jenem Satze als Bestimmungsstiicke
des physikalischen Zustandes gemeint sein. Hil-
bert gibt nun genau an, wie man den Zustand
definieren muf, damit er einen ,physikalischen
Sipn“ habe, und zeigt, daB dann das Kausalitits-
prinzip in vollem Umfange giiltig bleibt. Auch
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diese Frage hat dann Klein von scinem allge-
meinen, gruppentheoretischen Standpunkie be-
leuchtet.

Hilbert hat seine Auffassung der Relativi-
titstheorie in mehreren Vorlesungen bekannt-
gemacht, wobel er zu immer grioflerer Eindring-
lichkeit und XKlarheit der Darstellung gelangte.
Im letzten Sommersemester hat er sogar ein popu-
lires Xolleg vor einem riesigen Zuhorerkreis ge-
halten und dabei bewiesen, dall nur der, dem die
logische Struktur eines schwierigen Gebietes voll-
stindig durchsichtig ist, dieses vor einem Laien-
publikum anschaulich, lebendig und gleichzeitig
klar und streng vortragen kann.

Seit Gauf und Weber ist es eine Gottinger
Tradition, daf Mathematik und Physik nieht
nebeneinander, sondern miteinander fortschreiten.
Klein hat diese Tradition besonders energisch ge-
hiitet und durch Einbeziehung der technischen
Wissenschaften ausgebaut; sein Streben war, die
hohe mathematische Forschung aus ihrer Isolie-
rung zu befreien und sie durch Pflege der An-
wendungen mit der Praxis, der Technik, zu ver-
binden, diese befruchtend und gleichzeitig von
dieser befruchtet und sozial gestiitzt. Hilbert
hat in micht geringerem Mafe im Sinne der Goi-
tinger Uberlieferung gewirkt, nur war sein Inter-
esse weniger auf die Praxis, als auf die Prinzi-
pien der Naturerkenntnis gerichtet; darum hat
er seine mathematischen Krifte in den Dienst
der modernen Physik gestellt. Was diese thm zu
danken hat, davon sollen diese Zeilen berichten.

Die Bedeutung Hilberts fiir die Philosophie der Mathematik.

Von Paul Bernays, Qottingen.

Wenn wir die geistigen Beziehungen der
mathematischen Wissenschaften zur Philosophie
betrachten, wie sie sich seit den Zeiten der Auf-
klirung entwickelt haben, so bemerken wir mit
Befriedigung, dafl gegenwirtig das mathematische
Denken im Begriff ist, wieder jenen michtigen
EinfluB auf die philosophische Spekulation zu
gewinnen, welchen sie bis zur Zeit Kants besafl,
den sie dann aber auf einmal vollig einbiiBte.
Jene plotzliche Abwendung von dem mathemati-
schen Denken geschah im Zeichen der allgemei-
nen Abkehr von dem QGeiste der Aufklirungszeit,
wie sie sich zu Anfang des 19. Jahrhunderts ein-
stellte.

Jedoch war diese Abldsung der Philosophie
von der exakten Wissenschaft nur eine einseitige.
Wiahrend namlich die herrschende Philosophie
sich ganz der Mathematik entfremdete!), ent-

1) Unter den Philosopben, welche in dieser Hin-
sicht eine riihmliche Ausnahme machten, ist besonders
Bolzano zu erwihnen, der als erster die strenge Be-
griindung fiir die Theorie der reellen Zahlen gegeben
hat.

wickelte sich bei den Mathematikern inuner mehr
eine philosophische Richtung.

Der wesentlichste Grund hierfiir war, da die
Mathematik weit iiber den Rahmen hinaus wuchs,
in dem sie sich zu den Zeiten Kants noch be-
wegte. Nicht nur, daB der Bereich der erforsch-
ten Tatsachen sich erheblich vergréBerte, sondern
die ganze Anlage der Untersuchungen wurde
groBziigiger und die ganze Methode umfassender.

Die Begriffsbildungen erhoben sich zu einer
héheren Stufe der Allgemeinheit; die Be-
deutung der Formel trat zurfick gegeniiber

begrifflichen Abstraktionen wund systematischen
Leitgedanken. Ferner auch die Stellung zu den
Grundlagen und dem Objekt der mathematischen
Wissenschaften #nderte sich.

Die Aufgabe der Geometrie wurde weiter ge-
faBt. Die geometrischen Begriffsbildungen wur-
den allgemeiner und machten sich immer mehr
von der Bindung an die riumliche Vorstellung
frei. Und in den neu entstandenen geometrischen
Theorien hatte die Rauwmanschauung nicht mehr
die Bedeutung der Erkenntnis-Grundlage, sondern



